Actions affines isom\'etriques propres des groupes hyperboliques sur des
  espaces $\ell^{p}$ by Alvarez, Aurélien & Lafforgue, Vincent
ar
X
iv
:1
60
9.
09
48
0v
1 
 [m
ath
.FA
]  
29
 Se
p 2
01
6
ACTIONS AFFINES ISOMÉTRIQUES PROPRES DES GROUPES
HYPERBOLIQUES SUR DES ESPACES ℓp
AURÉLIEN ALVAREZ ET VINCENT LAFFORGUE
Re´sume´. Nous donnons une démonstration élémentaire et relativement courte
du fait suivant : tout groupe hyperbolique admet une action affine isométrique
propre sur un espace ℓp pour p suffisamment grand. Une première preuve de ce
résultat a été donnée par Yu [Yu05].
Les théorèmes de point fixe abondent dans la littérature mathématique et l’on
sait combien ce sont des outils précieux ; citons par exemple le théorème de point
fixe de Lefschetz en topologie algébrique qui permet de compter les points fixes
d’une application continue d’un espace compact via l’action induite en homologie,
le théorème du point fixe de Brouwer qui assure l’existence d’un point fixe pour
toute application continue de la boule fermée, ou encore le non-moins célèbre
théorème du point fixe de Banach aux innombrables applications, en particulier
dans l’étude des équations différentielles. Dans le contexte des actions de groupes,
l’attention s’est d’abord portée sur les points fixes dans les espaces de Hilbert
(avec la fameuse propriété (T) de Kazhdan [K67]) puis plus généralement dans
les espaces de Banach. Par exemple, dans [BFGM07], Bader, Furman, Gelander et
Monod démontrent que toute action affine isométrique d’un réseau de SL(3,R)
sur Lp a un point fixe pour tout 1 < p < ∞, et un énoncé analogue a été démontré
par V. Lafforgue pour les actions affines à petite croissance exponentielle des sous-
groupes co-compacts de SL(3,Qp) sur des espaces de Banach de type > 1 [L08],
[L09]. Voir également [Li14], [LSa15], [LSb15] pour d’autres généralisations. Pour
un panorama des développements récents concernant les propriétés de point fixe
dans le cas des actions de groupe sur des espaces de Banach, on pourra se référer
à l’excellent article [N14] de Nowak.
Demanière opposée en un certain sens, des groupes comme SO(n, 1) ou SU(n, 1),
mais également leurs sous-groupes fermés, admettent des actions affines isomé-
triques propres sur des espaces de Hilbert : on dit qu’ils ont la propriété de Haa-
gerup. Les groupes ayant cette propriété de Haagerup vérifient la conjecture de
Baum-Connes à coefficients d’après Higson-Kasparov (voir par exemple [Val02]
pour une introduction à la conjecture de Baum-Connes).
Les groupes hyperboliques se situent entre les deux catégories précédentes car
certains ont la propriété de Haagerup mais d’autres la propriété (T). Cependant
tous admettent des actions affines isométriques propres sur des espaces ℓp (1 < p <
∞). Yu a d’abord démontré dans [Yu05] que tout groupe hyperbolique admet une
action affine propre sur un espace ℓp pour p suffisamment grand, en s’appuyant
sur des idées de Mineyev [Min01]. Dans [CTV08], Cornulier, Tessera et Valette
démontrent que tout groupe de Lie G simple de rang 1 (et de centre fini) possède
une action affine propre sur Lp(G) dont la partie linéaire est la représentation
régulière, quel que soit le réel p strictement supérieur à la dimension conforme
du bord de l’espace riemannien symétrique associé. Nowak quant à lui démontre
qu’un groupe a la propriété de Haagerup si et seulement s’il admet une action
affine propre sur un espace de Banach Lp([0, 1]) pour 1 < p < 2 [N09].
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Concernant les groupes hyperboliques, Bourdon prouve dans [B16] qu’un tel
groupe G possède une action affine propre sur ℓp de la réunion disjointe d’un
nombre fini de copies de G, pour tout p strictement plus grand que la dimen-
sion conforme du bord de G. Bourdon donne de plus dans [B15] une minoration
de la dimension conforme du bord à l’infini de certains groupes hyperboliques.
En utilisant les résultats de [BP03], Nica démontre quant à lui qu’un groupe hy-
perbolique G admet une action affine propre sur Lp(∂G × ∂G), où ∂G désigne le
bord de G, pour p assez grand. En outre G admet une action affine propre sur la
1-cohomologie-Lp de G [N13].
Dans cet article, nous donnons une nouvelle démonstration du théorème de Yu
[Yu05], comme conséquence du théorème 4.1. La stratégie générale de la preuve
est assez proche de celle de Yu mais notre démonstration est élémentaire et auto-
contenue, alors que la preuve de Yu repose sur des travaux de Mineyev [Min01].
Plus généralement on démontre le théorème 5.2 dont on ramène la démonstration
à celle du théorème 4.1.
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Afin de rendre cet article le plus largement accessible, nous avons rappelé cer-
taines définitions à propos des groupes hyperboliques et donné quelques exemples
importants. Nous remercions Alain Valette et Yves Stalder pour leurs conseils et
de nombreuses références.
1. Actions affines isome´triques
Soit E un espace de Banach affine réel, c’est-à-dire la donnée d’un espace de
Banach réelE◦ opérant simplement transitivement dans un ensemble E. La donnée
d’une origine ξ◦ dans E permet d’identifier E à E◦, ainsi que le groupe Isom(E)
des isométries affines de E à Isom(E◦) ⋉ E◦, où Isom(E◦) désigne le groupe des
isométries vectorielles de E◦.
Une action affine (isométrique) d’un groupe topologique G sur E est un homo-
morphisme de groupes α : G −→ Isom(E) tel que, pour tout ξ de E,
g 7−→ α(g) · ξ
est continue. L’identification précédente permet d’écrire α(g)(·) = π(g)(·) + c(g)
pour tout g de G, où π est une représentation isométrique de G dans l’espace de
Banach E◦ et c : G −→ E◦ un cocycle continu dans le sens suivant : pour tous g1, g2
de G, on a
c(g1g2) = c(g1) + π(g1) · c(g2).
Pour tout point ξ de l’espace affine E, il existe un unique vecteur ξ◦ de E◦ tel
que ξ = ξ◦ + ξ◦. Si η◦ désigne un vecteur quelconque de E◦, on a alors
α(g) · ξ = π(g) · ξ◦ + c(g) + ξ◦
= π(g) · (ξ◦ + η◦) − π(g) · η◦ + c(g) + η◦ + (ξ◦ − η◦),
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autrement dit α(g)(·) = π(g)(·) + c(g) + b(g), où b(g) = η◦ − π(g) · η◦ est un cobord,
c’est-à-dire un cocycle de la forme h 7−→ η◦ − π(h) · η◦ pour un certain vecteur η◦
de E◦. Ainsi, changer d’origine dans E revient à modifier le cocycle de départ en
lui additionnant un cobord. On en déduit donc que l’espace vectoriel quotient
H1(G, π) des cocycles modulo les cobords classifie les actions affines de G de partie
linéaireπ, à isomorphismeprès. Enparticulier, une action affineα = (π, c) a unpoint
fixe dans E si et seulement si le cocycle c est un cobord. Remarquons également
que l’inégalité triangulaire entraîne immédiatement que tout cobord est borné (par
deux fois la norme du vecteur η◦ avec les notations précédentes).
L’action affine α = (π, c) de G sur E est dite propre si le cocycle c est propre,
c’est-à-dire si limg→∞ ‖c(g)‖ = ∞. C’est la situation qui va nous intéresser dans cet
article.
Une méthode utile pour construire des actions affines. Soit (E◦, ‖ · ‖) un espace
de Banach et π une action linéaire isométrique d’un groupe topologique G sur E◦.
Supposons donné un espace vectoriel V, un plongement d’espace vectoriel de E◦
dans V et une action linéaire de G sur V qui stabilise E◦ et dont la restriction à E◦
est π. Si ξ◦ est un élément de V tel que, pour tout g de G, le vecteur ξ◦ − g · ξ◦
appartient au sous-espace E◦ et g 7−→ ξ◦ − g · ξ◦ est continue de G dans E◦, alors
l’action linéaire de G sur V se restreint en une action affine de G sur l’espace
de Banach affine E = ξ◦ + E◦. Cette dernière est aussi donnée par le cocycle g 7−→
ξ◦−g·ξ◦. Par définition, l’action est propre si et seulement si limg→∞ ‖ξ◦−g·ξ◦‖ = ∞.
Remarquons enfin que l’inégalité triangulaire interdit à ξ◦ d’appartenir à E◦ dès
que la borne supérieure de l’ensemble des ‖ξ◦ − g · ξ◦‖ pour g dans G est infinie.
Exemple : Supposons G discret de type fini ; désignons par E◦ l’espace de Banach
ℓ∞(G), parV l’espace vectoriel des fonctions réelles surG et par ξ◦ la fonction d(1, ·),
où d désigne la métrique des mots associée à un système fini de générateurs de G.
Lamétrique d étant invariante à gauche, pour tout gdeG, la fonction c(g) = ξ◦−g·ξ◦
se réécrit
c(g) = d(1, ·)− d(1, g−1·) = d(1, ·)− d(g, ·).
De l’inégalité triangulaire, on déduit immédiatement que la fonction c(g) est bornée
surG par d(1, g) : la méthode précédente s’applique et donne une action affine deG
sur l’espace de Banach affine d(1, ·)+ ℓ∞(G). Par ailleurs on calcule facilement que
la norme infinie ‖c(g)‖∞ de c(g) est exactement égale à d(1, g), ce qui permet de
conclure que l’action est propre.
2. Petit de´tour dans les arbres
Soit X un arbre 1 (le lecteur ne perdra rien à penser à l’arbre de Cayley d’un
groupe libre sur deux générateurs). Étant donné deux sommets x et a de X, on
considère lamesure de probabilitémasse deDiracµx(a) portée par le sommet voisin 2
de a le plus proche de x.
1. On désignera tout aussi bien par X l’arbre que l’ensemble de ses sommets.
2. comprendre ici à distance 1 si a et x sont distincts et à distance 0 sinon
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x
a µx(a)
L’application µ de X × X dans l’espace P(X) des mesures de probabilité sur X
ainsi définie est telle que, pour tout a et tous x, x′ distincts de X :
(i) le support de µx(a) est contenu dans la boule fermée centrée en a et de
rayon 1 (et même sur la sphère centrée en a et de rayon 1 dès que a et x sont
distincts) ;
(ii) ‖µx(a) − µx′(a)‖1 = 2 si a est sur la géodésique de x à x′, et 0 sinon ;
(iii) les supports de µx(a) et µx′ (a) sont disjoints si et seulement si a est sur la
géodésique de x à x′.
Les trois items sont immédiats à vérifier.
Soit G un groupe opérant dans l’arbre X si bien que l’application µ est de fait
G-équivariante. Soit o un sommet de X. Notons X≤1 l’ensemble des couples de
sommets de X à distance 0 ou 1 l’un de l’autre 3, E◦ l’espace de Banach ℓp(X≤1)
(p ∈ [1,∞[), V l’espace vectoriel des fonctions sur X≤1 et ξ◦ : (x, y) 7−→ µo(x)({y})
une fonction sur X ×X que l’on ne perd rien à considérer comme un élément de V
d’après l’item (i) ; notons enfin, pour tout g de G, c(g) = ξ◦ − g · ξ◦. En utilisant
la G-équivariance de µ, la fonction c(g) se réécrit c(g) = µo − µg·o. L’item (ii) ci-
dessus assure que la fonction c(g) est nulle en dehors du segment géodésique de o
à g · o. Bien entendu, si o est un point fixe de g, la fonction c(g) est nulle. Dans le
cas contraire, on en déduit facilement que ‖c(g)‖p = 2(d(o, g · o) + 1)1/p. Si de plus
l’action deG sur X est propre (i.e. la distance d(o, g · o) dans l’arbre tend vers l’infini
quand g tend vers l’infini), on en déduit alors une action affine propre de G sur
l’espace de Banach affine µo + ℓp(X≤1).
Nous allons voir l’analogue de la construction précédente de l’application µ
dans le monde « continu » et conforter ainsi notre intuition géométrique de la
situation dans le cas des espaces euclidiens et hyperboliques.
µx(a)
a
x
3. L’ensemble X≤1 s’identifie naturellement à la réunion disjointe des sommets et des arêtes (orien-
tées) de X.
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Désignons d’abord par X une variété riemannienne simplement connexe à cour-
bure négative ou nulle et par Γ(X) l’espace vectoriel des champs de vecteurs sur X.
Notons E◦ l’espace de Banach des classes (modulo égalité presque partout) de
champs de vecteurs p-intégrables (p ∈ [1,∞[) et V l’espace vectoriel des classes de
champs de vecteurs. Ondéfinit une applicationµ : X −→ Γ(X) en considérant, pour
tout x de X le champ géodésique µx = −grad d(x, ·) qui pointe dans la direction
de x (par construction, a 7−→ µx(a) ∈ TaX est un champ de vecteurs singulier en x).
Fixons o un point de X ; notons alors ξ◦ = µo et, pour tout g dans le groupe
d’isométriesGdeX, c(g) = ξ◦−g·ξ◦. L’application (x, a) 7−→ µx(a) estG-équivariante
par construction, donc c(g) = µo − µg·o. L’action de G sur X étant propre, pour
pouvoir conclure comme expliqué dans la méthode du paragraphe 1, il reste donc
à voir que, pour tous x, x′ de X, le champ de vecteurs µx − µx′ est Lp-intégrable
pour p suffisamment grand et de norme Lp tendant vers l’infini quand la distance
de x à x′ tend vers l’infini.
Cas euclidien : Prenons comme origine de l’espace euclidien Rn le milieu du
segment [x, x′]. Pour un point a de Rn à une distance r donnée de l’origine, c’est
sur l’hyperplan médiateur de [x, x′] que l’angle ∡xax′ est maximal, de mesure
2 arctan(d(x, x′)/2r) ∼ d(x, x′)/r quand r tend vers l’infini. L’élément de volume
étant proportionnel à rn−1drdθ, où θ désigne une coordonnée angulaire (θ ∈ Sn−1),
on en déduit l’intégrabilité dès que (n − 1) − p < −1, i.e. p > n.
Cas hyperbolique :On utilise le même argument que précédemment. Sur l’hyper-
plan médiateur de [x, x′] dans l’espace hyperbolique réelHnR, à une constante mul-
tiplicative près, l’angle ∡xax′ est équivalent à sinh(r)−1. L’élément de volume étant
proportionnel à sinh(r)n−1drdθ, où θ désigne une coordonnée angulaire dans l’es-
pace tangent aupoint en question, on en déduit l’intégrabilité dès que (n−1)−p < 0,
i.e. p > n − 1. En particulier, on remarque que la condition est satisfaite pour tout
p > 1 dans le cas du plan hyperbolique.
3. Espaces hyperboliques : de´finitions et lemmes
Nous rappelons quelques définitions à propos des espaces hyperboliques et dé-
montrons des lemmes qui nous seront utiles par la suite. Deux références classiques
sur le sujet sont [CDP90] et [GdlH90].
Définition 3.1. Soit δ un réel positif 4. Un espace métrique (X, d) est dit δ-hyperbolique
si, pour tout quadruplet (x1, x2, x3, x4) de points de X, on a
d(x1, x4) + d(x2, x3) ≤ max
(
d(x1, x2) + d(x3, x4), d(x1, x3) + d(x2, x4)
)
+ δ.
Nous dirons qu’un espace métrique (X, d) est hyperbolique s’il existe un réel δ
positif tel que (X, d) soit δ-hyperbolique.
x1
x2
x3
x4
Géométriquement, la définition d’hyperbolicité signifie que la somme des lon-
gueurs des diagonales d’un quadrilatère n’excède jamais lemaximumde la somme
des longueurs des côtés opposés, à une constante δ donnée près. Les arbres et les
4. Dans tout ce texte, positif signifie positif ou nul, de même que supérieur signifie supérieur ou égal.
Mêmes conventions pour inférieur et négatif.
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espaces hyperboliquesHn sont les prototypes mêmes d’espaces hyperboliques au
sens de la définition ci-dessus. Le théorème de Pythagore assure que la diagonale
d’un carré de côté ℓ est de longueur
√
2 · ℓ : un plan euclidien n’est donc pas
hyperbolique.
Une fonction f d’un espace métrique X dans un espace métrique X′ est une
quasi-isométrie si
(1) la distance entre les images de deux points de X est encadrée par les
fonctions affines t 7−→ α−1 · t − β et t 7−→ α · t + β (α ≥ 1 et β ≥ 0) de la
distance dans X entre les deux points ;
(2) tout point de X′ est à une distance de f (X) inférieure à une constante
donnée.
Deux espaces métriques X et X′ sont quasi-isométriques s’il existe une quasi-
isométrie deX dansX′. C’est un fait fondamental (mais non trivial) : l’hyperbolicité
est un invariant de quasi-isométrie pour les espaces (faiblement) géodésiques (voir
par exemple [GdlH90], thm. 29, chap. 1), ce qui assure le bien-fondé de la définition
suivante.
Définition 3.2. Un groupe Γ de type fini est hyperbolique si, pour un (ou pour tout)
système fini de générateurs, son graphe de Cayley est un espace hyperbolique pour la
distance des mots.
C’est à Gromov, à la suite de Dehn, Mostow, Thurston, Cannon, Rips que l’on
doit l’idée d’étudier les groupes hyperboliques dans le cadre d’une définition
aussi générale que celle-ci [G87]. Parmi les exemples fondamentaux de groupes
hyperboliques,mentionnons les groupes libresde rangfini et les groupesde surface
de genre au moins 2.
Rappelons quelques notations et définitions classiques dans les espaces mé-
triques. Soit (X, d) un espace métrique.
• Si x est un point de X, r un réel positif, on note respectivement B(x, r) = {y ∈
X; d(x, y) ≤ r} et S(x, r) = {y ∈ X; d(x, y) = r} la boule fermée et la sphère de
centre x et de rayon r. L’espace (X, d) est dit uniformément localement fini si,
pour tout réel positif r, il existe un entier K tel que, pour tout x de X, la boule
B(x, r) contient au plus K points.
• Pour tout entier naturel R, on note X≤R l’ensemble {(x, y) ∈ X × X; d(x, y) ≤ R}
des couples de points à distance au plus R l’un de l’autre.
• Si ǫ est un réel positif et x, y sont deux points deX, on désigne par ǫ-géod(x, y)
l’ensemble des points z de X tels que
d(x, z)+ d(z, y) ≤ d(x, y)+ ǫ.
Pour simplifier la notation, on note géod(x, y) au lieu de 0-géod(x, y) l’en-
semble des points z de X tels que d(x, z)+ d(z, y) = d(x, y).
• Soit δ un réel positif. L’espace (X, d) est dit faiblement δ-géodésique si, pour tous
points x, y de X et pour tout réel s de [0, d(x, y)+ δ], il existe un élément z de X
tel que d(x, z) ≤ s et d(z, y) ≤ d(x, y) − s + δ. L’espace (X, d) est dit faiblement
géodésique dès lors qu’il existe un réel positif δ tel que (X, d) est faiblement
δ-géodésique.
Nous énonçons maintenant trois lemmes que nous utiliserons dans la dé-
monstration du théorème principal. Pour cela, désignons par (X, d) un espace
δ-hyperbolique.
Lemme 3.3. Soit α un réel positif et a, x, y, y′ quatre points de X. Si y et y′ appartiennent
à la même sphère de centre a (d(a, y) = d(a, y′)) et à α-géod(a, x), alors d(y, y′) ≤ α + δ.
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x
a
y
y′
Démonstration. C’est une conséquence immédiate des définitions :
d(a, x)+ d(y, y′) ≤ max
(
d(a, y)︸︷︷︸
=d(a,y′)
+d(y′, x)
︸            ︷︷            ︸
≤d(a,x)+α
, d(a, y′)︸ ︷︷ ︸
=d(a,y)
+d(y, x)
︸            ︷︷            ︸
≤d(a,x)+α
)
+ δ.

Remarque : le lemme 3.3 justifie d’une certaine manière de dessiner l’ǫ-géodésique
entre deux points par un ensemble « patatoïdal » de largeur ǫ + δ étendu entre les
deux points.
Lemme 3.4. Soit α, β deux réels positifs et a, x, y, z quatre points de X. Si y appartient à
α-géod(a, x), z à β-géod(a, y) et si d(y, z) ≥ α+β2 , alors z appartient à (β + δ)-géod(a, x).
≥ α+β2
a
x
z
y
Démonstration. La propriété d’hyperbolicité pour a, x, y, z donne
d(x, z)+ d(y, a) ≤ max(d(x, y)+ d(z, a), d(x, a)+ d(y, z))+ δ,
d’où, en ajoutant d(z, a) de part et d’autre de l’inégalité et en utilisant le fait que
z ∈ β-géod(y, a), on obtient
d(x, z) + d(y, a)+ d(z, a) ≤ max(d(x, y)+ 2 · d(z, a), d(x, a)+ d(y, z) + d(z, a)︸            ︷︷            ︸
≤d(a,y)+β
) + δ.
Puis, en retranchant d(y, a) de part et d’autre de l’inégalité, et en utilisant le fait que
y ∈ α-géod(x, a) et z ∈ β-géod(y, a), on en déduit
d(x, z)+ d(z, a) ≤ max(d(x, y)+ d(y, a)︸            ︷︷            ︸
≤d(a,x)+α
+ 2 · (d(z, a)− d(y, a))︸                  ︷︷                  ︸
≤2·(β−d(y,z))
, d(x, a)+ β) + δ,
d’où finalement,
d(x, z)+ d(z, a) ≤ d(a, x)+max(α + 2β − 2 · d(y, z), β)+ δ.
L’hypothèse d(y, z) ≥ α+β2 permet de conclure. 
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Lemme3.5. Soit ǫ un réel positif et a, x, x′ trois points de X. Si a appartient à ǫ-géod(x, x′),
alors
ǫ-géod(x, a) ∩ ǫ-géod(x′, a) ⊂ B(a, 3ǫ/2).
Remarquons que le lemme précédent n’utilise pas l’hyperbolicité de X.
x
x′
a
Démonstration. Soit y un élément de ǫ-géod(x, a) ∩ ǫ-géod(x′, a). De l’inégalité tri-
angulaire et de la définition de ǫ-géodésique, on déduit
d(x, x′) + 2 · d(y, a) ≤ d(x, y)+ d(y, a)︸            ︷︷            ︸
≤d(x,a)+ǫ
+ d(y, x′) + d(y, a)︸             ︷︷             ︸
≤d(x′,a)+ǫ
,
puis, en utilisant que a ∈ ǫ-géod(x, x′), il vient
d(x, x′) + 2 · d(y, a) ≤ d(x, x′) + 3 · ǫ.

Nous introduisons à présent une classe d’espaces hyperboliques d’un type par-
ticulier (contenant les graphes de Cayley des groupes hyperboliques), ce qui nous
permettra d’énoncer et de démontrer le théorème 4.1 dans le paragraphe suivant ;
de la proposition 5.1, nous déduirons finalement le théorème 5.2 du théorème 4.1.
Définition 3.6. Un bon espace hyperbolique discret est un espace hyperbolique, unifor-
mément localement fini dont la métrique provient d’une structure de graphe.
Deux remarques sur la définition précédente :
• puisque la métrique d : X −→ N provient d’une structure de graphe, (X, d) est
géodésiquedans le sensque, pour tous x, ydeX et tout entier kde [[0, · · · , d(a, b)]],
il existe un élément z de X tel que d(x, z) = k et d(z, y) = d(x, y)− k ;
• comme d est géodésique, l’uniforme locale finitude équivaut au fait que le
nombre de points à distance 1 d’un élément donné de X est borné indépen-
damment de ce point.
Exemple fondamental : si Γ est un groupe hyperbolique et d la distance invariante
à gauche associée à la longueur des mots pour un système fini de générateurs
donné, alors (Γ, d) est un bon espace hyperbolique discret ; en outre ce dernier est
muni d’une action isométrique de Γ par translation à gauche (d provient de la
structure de graphe de Cayley sur Γ associée au système de générateurs donné).
On note enfin que cette action est propre, c’est-à-dire que la distance d(o, g · o) tend
vers l’infini quand g tend vers l’infini étant donné un sommet o dans (Γ, d).
4. Des arbres aux bons espaces hyperboliques discrets
Dans ce paragraphe, nous énonçons et démontrons le théorème principal dans
le cadre des bons espaces hyperboliques discrets. Les définitions concernant les
espaces hyperboliques ont été rappelées au paragraphe 3.
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Théorème 4.1. Soit (X, d) un bon espace hyperbolique discret muni d’une action iso-
métrique d’un groupe G. Notons δ un entier non nul tel que (X, d) soit δ-hyperbolique.
Alors il existe une application G-équivariante (x, a) 7→ µx(a) de X×X dans les mesures de
probabilité sur X telle que
(i) le support de µx(a) est inclus dans B(a, 4δ)∩2δ-géod(x, a) et même dans S(a, 4δ)∩
2δ-géod(x, a) si d(x, a) ≥ 4δ ;
(ii) il existe un réel ǫ strictement positif et une constante C tels que pour tous x, x′, a
de X, si d(x, x′) = 1 alors ‖µx(a) − µx′(a)‖1 ≤ Ce−ǫd(x,a) ;
(iii) il existe un réel η strictement positif tel que, si la distance d(x, x′) est suffisamment
grande, alors le nombre de a de X tels que les supports de µx(a) et µx′(a) sont
disjoints est supérieur à η · d(x, x′).
Corollaire 4.2. Soit (X, d) un bon espace hyperbolique discret muni d’une action isomé-
trique propre d’un groupe G et δ un entier non nul tel que (X, d) soit δ-hyperbolique. Alors
G admet une action affine propre sur un espace de Banach affine sur ℓp(X≤4δ) pour tout p
suffisamment grand.
Démonstration. Notons E◦ l’espace de Banach ℓp(X≤4δ) (p ∈ [1,∞[), V l’espace vec-
toriel des fonctions sur X≤4δ et ξ◦ : (x, y) 7−→ µo(x)({y}), où o désigne un point
de X avec µ donnée par le théorème 5.2. L’item (i) du théorème 5.2 permet de
voir ξ◦ comme un élément de V ; par ailleurs, pour tout g de G, en utilisant la
G-équivariance de µ, la fonction c(g) = ξ◦ − g · ξ◦ se réécrit c(g) = µo − µg·o. L’item
(ii) du théorème 5.2 assure que c(g) est ℓp-intégrable dès que
∑
a∈X e−pǫd(o,a) est finie,
ce qui sera toujours le cas pour p suffisamment grand compte-tenu de la croissance
au plus exponentielle des sphères dansX. De plus, le cocycle c : G −→ E◦ est locale-
ment constant et a fortiori continu, comme conséquence de la continuité de g 7→ g ·o
de G dans X discret. Enfin, pour tous g de G et a de X, si les supports de µo(a) et
µg·o(a) sont disjoints, alors ‖µo(a) − µg·o(a)‖1 = 2 ; de l’item (iii) du théorème 5.2, on
déduit facilement que ‖c(g)‖p est, à une constante multiplicative près, minorée par
d(o, g · o)1/p, assurant ainsi que le 1-cocycle c : G −→ ℓp(X≤4δ) est propre puisque
l’action de G sur X est propre. 
Corollaire 4.3. [Yu05] Tout groupe hyperbolique Γ admet une action affine propre sur un
espace ℓp pour p suffisamment grand (et même plus précisément sur ℓp d’une réunion finie
de copies de Γ).
Démonstration. C’est une conséquence immédiate du corollaire précédent 4.2 et de
l’exemple fondamental de bon espace hyperbolique discret. La preuve est complète
après avoir noté que, pour tout entier naturel R, le Γ-espace X≤R s’identifie à
une réunion finie de copies de Γ. En effet, l’application (x, y) 7−→ (x, x−1y) de
X≤R = {(x, y) ∈ Γ × Γ; d(x, y) ≤ R} dans Γ × B(1,R) est une bijection Γ-équivariante,
où l’action de Γ sur Γ×B(1,R) est par translation à gauche sur le premier facteur. 
La suite de ce paragraphe est consacrée à la démonstration du théorème 4.1.
Démonstration. Nous introduisons quelques notations qui nous seront utiles par la
suite. Tout d’abord la fonction δ définie sur les entiers naturels par δ(n) = (4+ 5n)δ.
Si t est un nombre réel positif, on note n<t le plus grand entier naturel n tel que
δ(n) < t. Enfin siA est une partie non vide deX on note νA la mesure de probabilité
uniforme sur A, égale au produit par (♯A)−1 de la fonction caractéristique de A.
Étant donné un point a de X, on définit une application Ta de l’ensemble des
mesures de probabilité sur X dans lui-même en posant, pour tout point x de X,
• Ta(δx) = δx si d(x, a) ≤ 4δ ;
• Ta(δx) = νA, où A = δ-géod(x, a) ∩ S(a, δ(n<d(x,a))) sinon,
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et en prolongeant Ta par « linéarité » à l’ensemble desmesures de probabilité. Cette
construction est par définition G-équivariante.
x
Ta(δx)
5δ
B(a, 4δ)
a
On définit enfin
µx(a) = lim
l→∞
Tla(δx), où T
l
a = Ta ◦ · · · ◦ Ta︸        ︷︷        ︸
l fois
.
L’existence de cette limite est évidente puisque par construction la suite est station-
naire pour l > n<d(x,a). Si d(x, a) ≥ 4δ et 1 ≤ l ≤ n<d(x,a) + 1, on remarque que Tla(δx)
est supportée sur la sphère S(a, δ(n<d(x,a) + 1 − l)) ; la mesure µx(a) est donc dans ce
cas une mesure de probabilité supportée sur S(a, δ(0)).
S(a, 1)
a x′
x
z
y
Remarque : si on considère l’espacemétrique Z×Z/2Z, on comprend qu’itérer une
seule fois l’application Ta sur δx n’est pas suffisant pour pouvoir construire une
mesure satisfaisant la deuxième condition de l’énoncé puisqu’avec les notations
du dessin, on a Ta(δx) = 12 (δy + δz) et Ta(δx′ ) = δz. C’est tout l’intérêt de la construc-
tion de µx(a) ci-dessus qui, en découpant l’espace en couronnes d’épaisseur 5δ,
« homogénéise » la mesure à chaque itération et permet aux mesures µx(a) et µx′ (a)
d’être exponentiellement proches au fur et à mesure que le point a s’éloigne des
points x et x′ voisins l’un de l’autre.
Nous commençons par démontrer que µ satisfait la première assertion du théo-
rème 4.1 : c’est une conséquence immédiate du lemme suivant.
Lemme4.4. Pour tout entier naturel l, le support de Tla(δx) est contenu dans 2δ-géod(x, a).
C’est évident pour l = 0 et l = 1 puisque δ-géod(x, a) ⊂ 2δ-géod(x, a). Le
lemme 3.4 (avec α = 2δ, β = δ) permet de conclure par récurrence sur l. En ef-
fet, si z est dans le support de Tl+1a (δx), désignons par y un élément du support de
Tla(δx) tel que z soit dans le support de Ta(δy). Mais alors y appartient à α-géod(a, x),
z à β-géod(a, y) et d(y, z) ≥ 5δ ≥ 3δ/2. 
Le troisième point du théorème 4.1 se déduit du premier point et du lemme 3.5 :
en effet, les supports de µx(a) et µx′ (a) sont alors disjoints pour tous les points a
appartenant à 2δ-géod(x, x′) et qui sont à distance supérieure à 4δ de x et x′.
Il nous reste donc à voir que la deuxième assertion de l’énoncé 4.1 est également
satisfaite. Pour cela, on appelle distance maximale entre deux parties finies A et B
ACTIONS AFFINES ISOMÉTRIQUES PROPRES DES GROUPES HYPERBOLIQUES SUR DES ESPACES ℓp 11
de X le nombre maxa∈A,b∈B d(a, b). On commence par démontrer que pour deux
points x, x′ proches, on peut contrôler la distance maximale entre les supports de
Ta(δx) et de Ta(δx′). Plus précisément, on a le lemme suivant.
Lemme 4.5. Soit x, x′ deux points voisins de X (d(x, x′) = 1) et n un entier naturel.
(i) Si x et x′ appartiennent à la couronne B(a, δ(n+ 1)) \ B(a, δ(n)), alors les mesures
Ta(δx) et Ta(δx′ ) sont supportées sur la sphère S(a, δ(n)) et la distance maximale
entre les supports de ces mesures est inférieure à 4δ.
(ii) Si x appartient à la sphère S(a, δ(n)) et x′ à la sphère S(a, δ(n)+1),même conclusion
pour les mesures δx et Ta(δx′) qu’au point (i).
x′
Ta(δx′)
a
x
Ta(δx)
S(a, δ(n))
x′Ta(δx′)
a
xδx
S(a, δ(n))
Le seul point qui n’est pas complètement évident est demontrer, dans le premier
cas, que la distance maximale entre les supports de Ta(δx) et Ta(δx′) est inférieure
à 4δ. Remarquons que δ-géod(x′, a) ⊂ (δ + 2)-géod(x, a) puisqu’en notant y′ un
élément du premier ensemble, on a
d(a, y′) + d(y′, x) ≤ d(a, y′) + d(y′, x′)︸               ︷︷               ︸
≤d(a,x′)+δ
+d(x′, x) ≤ d(a, x)+ δ + 2.
On applique alors le lemme 3.3 (avec α = δ+ 2, y ∈ supp(Ta(δx)), y′ ∈ supp(Ta(δx′))
en notant que d(a, y) = d(a, y′) = δ(n)) et on conclut en remarquant que 2δ + 2 ≤ 4δ
puisque δ est un entier non nul. 
SoitK un entier naturel tel que tout point deX a au plusK voisins (autrement dit
les sphères de rayon 1 sont de cardinal au plus K). Nous démontrons maintenant
le lemme-clé qui nous permettra de conclure.
Lemme4.6. Soit n un entier naturel non nul et x, x′ deux points de S(a, δ(n)). Si d(x, x′) ≤
4δ, alors les supports desmesures Ta(δx) et Ta(δx′) sont contenus dans la sphère S(a, δ(n−1))
et ont des cardinaux bornés par une constante C(δ,K) ne dépendant que de δ et K. De plus,
ces supports ont une distance maximale entre eux inférieure à 4δ, ainsi qu’une intersection
commune non triviale.
x′
Ta(δx′)
a
S(a, δ(n))
x
Ta(δx)
Montrons qu’il existe une constante C(δ,K) qui majore le cardinal du support de
Ta(δx). Or, pour tous a, x de X, le support de Ta(δx) a un diamètre inférieur ou égal
à 2δ : c’est évident si d(x, a) ≤ 4δ et sinon, puisque le support de Ta(δx) est inclus
dans δ-géod(x, a)∩ S(a, δ(n)), une application du lemme 3.3 avec α = δ et y, y′ dans
le support de Ta(δx) permet de conclure.
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Soit y et y′ respectivement dans le support de Ta(δx) et Ta(δx′ ). Puisque d(x, x′) ≤
4δ, on en déduit que x′ appartient à 8δ-géod(x, a). D’autre part, y′ appartient à
δ-géod(x′, a) et d(x′, y′) ≥ 5δ ≥ (8δ+δ)/2. En appliquant le lemme 3.4 à a, x, x′, y′ (au
lieu de a, x, y, z) avec α = 8δ et β = δ, on en déduit que y′ appartient à 2δ-géod(x, a).
Le lemme 3.3 appliqué à a, x, y, y′ avecα = 2δmontre alors d(y, y′) ≤ 3δ. La distance
maximale entre les supports de Ta(δx) et Ta(δx′ ) est donc inférieure à 3δ (et a fortiori
≤ 4δ).
Enfin montrons que l’intersection des supports de Ta(δx) et Ta(δx′) est non vide.
Pour cela, il suffit de voir que si y′ appartient à géod(x′, a) ∩ S(a, δ(n − 1)) (et donc
au support de Ta(δx′)), alors y′ appartient à δ-géod(x, a) (et donc au support de
Ta(δx)). C’est exactement le même argument que précédemment, c’est-à-dire une
application du lemme 3.4 avec a, x, x′, y (au lieu de a, x, y, z), α = 8δ et β = 0. 
Lemme 4.7. Il existe un réel ǫ strictement positif tel que pour tout entier naturel n et pour
tous points a de X et x, x′ de S(a, δ(n)), si d(x, x′) ≤ 4δ, alors ‖µx(a) − µx′(a)‖1 ≤ 2e−ǫn.
Remarquons que pour deux mesures de probabilité µ et ν à support fini sur X,
1
2‖µ − ν‖1 est la masse de la partie qui n’est pas commune aux deux mesures. Par
ailleurs, en écrivant µ − ν = ∑i κi(δxi − δyi ) avec κi des réels strictement positifs,
xi, yi des points respectivement dans les supports de µ et ν tels que l’ensemble des
xi soit disjoint de l’ensemble des yi, on a alors
∑
i κi =
1
2‖µ − ν‖1.
Pour tout entier naturel n, si x, x′ sont des éléments de S(a, δ(n)) tels que d(x, x′) ≤
4δ, d’après le lemme 4.6, on a 12‖Ta(δx) − Ta(δx′ )‖1 ≤ (1 − 1/C), pour une certaine
constante C = C(δ,K) qui, de plus, majore le cardinal du support de Ta(δx). Cette
inégalité s’étend au cas de deux mesures µ et ν dont les cardinaux des supports
sont majorés parC et dont la distance entre les supports est inférieure à 4δ. En effet,
avec les notations précédentes, on a
‖Ta(µ) − Ta(ν)‖1 ≤
∑
i
κi ‖Ta(δxi) − Ta(δyi )‖1 ≤ (1 − 1/C) · ‖µ − ν‖1.
D’où la décroissance exponentielle annoncée avec ǫ = − ln(1 − 1/C) > 0. 
Le deuxième point du théorème 4.1 est une conséquence des lemmes 4.5 et 4.7.
Ceci termine la preuve du théorème 4.1. 
5. Ge´ne´ralisation du the´ore`me principal
Pour terminer, nous donnons une version plus générale (théorème 5.2) du théo-
rème principal 4.1. Ce sera essentiellement une conséquence de la proposition
suivante.
Proposition 5.1. Soit δ un réel positif et (X, d) un espace métrique δ-hyperbolique, faible-
ment δ-géodésique, uniformément localement fini, et muni d’une action isométrique d’un
groupe G. La fonction
d′(x, y) = min{k ∈ N;∃ x0, · · · , xk,
tels que x0 = x, xk = y et ∀ j ∈ [[0, · · · , k − 1]], d(x j, x j+1) ≤ δ + 1}.
est une distance quasi-isométrique à d. De plus, l’espace métrique (X, d′) est un bon espace
hyperbolique discret muni d’une action isométrique du groupe G.
Démonstration. Par construction, d′ provient de la structure de graphe sur X pour
laquelle deux points distincts x, y de X sont voisins si d(x, y) ≤ δ + 1. L’inégalité
triangulaire assure que d ≤ (δ + 1) · d′. Puisque (X, d) est faiblement δ-géodésique,
si x, y sont deux points de (X, d) tels que d(x, y) > 1, alors il existe un point z de X
tel que d(z, x) ≤ δ + 1 et d(z, y) ≤ d(x, y) + δ − (δ + 1) = d(x, y) − 1. On en déduit
donc d′ ≤ d + 1 : les métriques d et d′ sont quasi-isométriques. L’hyperbolicité
de (X, d′) résulte de la conservation de l’hyperbolicité par quasi-isométrie pour
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les espaces faiblement géodésiques. La démonstration de ce dernier point figure
dans [GdlH90, CDP90] pour les espaces géodésiques ; la preuve est essentiellement
la même dans le cas des espaces faiblement géodésiques. On peut aussi invoquer
le théorème 3.18 de [Vai05] ainsi que la remarque 3.19 de [Vai05] appliquée à (X, d)
et à l’espace total du graphe considéré précédemment. 
Théorème 5.2. Soit (X, d) un espace hyperbolique faiblement géodésique et uniformément
localement finimuni d’une action isométrique d’un groupeG.Alors il existe une application
G-équivariante (x, a) 7→ µx(a) de X×X dans l’espace des mesures de probabilité sur X telle
que :
(i) il existe un entier naturel R tel que pour tous a et x dans X, le support de µx(a) est
contenu dans la boule fermée centrée en a et de rayon R ;
(ii) il existe ǫ > 0 tel que, pour tout entier naturel k, il existe C > 0 tel que pour tous
x, x′ et a de X, si d(x, x′) ≤ k alors ‖µx(a) − µx′(a)‖1 ≤ C · e−ǫd(x,a) ;
(iii) il existe η > 0 tel que, si la distance d(x, x′) est suffisamment grande, alors le
nombre de a de X tels que les supports de µx(a) et µx′(a) sont disjoints est supérieur
à η · d(x, x′).
Démonstration. Le théorème 5.2 pour (X, d) résulte du théorème 4.1 ci-dessus ap-
pliqué à (X, d′) grâce à la proposition 5.1. 
On en déduit le corollaire suivant qui se démontremutatis mutandis comme son
analogue le corollaire 4.2.
Corollaire 5.3. [Yu05] Soit (X, d) un espace hyperbolique faiblement géodésique et uni-
formément localement fini muni d’une action isométrique propre d’un groupe G. Alors G
admet une action affine propre sur un espace ℓp(X≤R) pour tout p suffisamment grand et
un certain entier naturel R donné.
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